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From	  Ma(hias	  Staudacher’s	  talk:	  



The	  issue:	  the	  anomalous	  dimension	  of	  high	  twist	  operators	  Tr[DSZJ ]
in	  the	  scaling	  limit	   S, J →∞ J/ lnS − fixed

ABA	  vs.	  direct	  worldsheet	  calcula@ons	  



The	  issue:	  the	  anomalous	  dimension	  of	  high	  twist	  operators	  

AdS	  dual	  is	  a	  generaliza@on	  of	  the	  GKP	  string	  	  

Highly	  successful	  Asympto@c	  Bethe	  Ansatz	  

Tr[DSZJ ]

Beisert,	  Staudacher	  

Frolov,	  Tseytlin	  

in	  the	  scaling	  limit	   S, J →∞ J/ lnS − fixed

• 	  homogeneous	  in	  the	  scaling	  limit	  
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generalized	  scaling	  func@on	  
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RR,	  Tseytlin	  

Gromov;	   Volin	  Basso,	  Korchemsky;	  

• 	  equa@on	  for	  universal	  scaling	  func@on	   Freyhult,	  Rej,	  Staudacher	  

Alday,	  Maldacena	  
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Outline	  

• 	  Quantum	  correc@ons	  in	  the	  semiclassical	  approxima@on	  

• 	  Strings	  in	  AdS	  light-‐cone	  gauge	  
• 	  Open	  and	  closed	  string	  classical	  solu@ons	  with	  winding	  	  
	  	  	  for	  high	  twist	  operators	  in	  the	  scaling	  limit	  

• 	  Quantum	  correc@ons	  to	  their	  energies	  
	  	  	  	  	  	  	  	  1	  	  loop;	  equivalence	  of	  2	  approaches	  
	  	  	  	  	  	  	  	  2	  loops;	  comparison	  with	  ABA	  

• 	  	  Resumma@on	  of	  leading	  logarithms	  

• 	  	  On	  finite	  size	  correc@ons	  
• 	  	  Summary	  and	  a	  ques@on	  



Quantum	  correc@ons	  to	  conserved	  charges	  
Op@ons:	  

1.	  (a)	  For	  a	  given	  classical	  solu@on	  evaluate:	  

�E� =
1
Z

�
DΦ E[Φ]e−S[Φ] �Qi� =

1
Z

�
DΦ Qi[Φ]e−S[Φ]

Integrals	  of	  
densi@es	  

(b)	  Eliminate	  the	  parameters	  of	  the	  classical	  solu@on	  between	  

�Tαβ� =
1
Z

�
DΦ Tαβ [Φ]e−S[Φ]

E = �E� Qi = �Qi� �Tij� = 0

Integral	  of	  
a	  density	  

2.	  Extract	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  from	  par@@on	  func@on	  with	  chemical	  poten@als	  	  �E�, �Qi�

Z = e−βΣ(κ,hi) = Tr[e−β eH2d ] �H2d = H2d + κE −
�

i

hiQi

Perturba@on	  theory	  +	  ground	  state	  +	  Virasoro:	  	  V (κ, hi,
√

λ) = 0

Essen@ally	  par@@on	  func@on	  with	  delta	  func@on	  constraint	  

[H2d, E] = 0 = [H2d, Qi]



Equivalence?	  

For	  garden-‐variety	  sigma	  models:	  

�E� = − 1
β

∂Σ
∂κ

�Qi� = +
1
β

∂Σ
∂hi

&	  eliminate	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  repea@ng	  1.(b)	  	  κ, hi

1.	  and	  2.	  are	  equivalent	  if	  the	  integral	  over	  chemical	  poten@als	  
can	  be	  treated	  in	  a	  saddle-‐point	  approxima@on	  	  

integral	  over	  chemical	  poten@als	  yields	  delta	  func@on	  constraints	  for	  
�E�, �Qi� and	  Virasoro	  

Standard	  approach:	  

Care	  is	  needed	  for	  finite	  size	  systems	  
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Informa@on	  independent	  of	  worldsheet	  details:	  
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Σ(ν) :

E ∼ S � lnS → κ = ω

For	  (high)	  twist	  operators:	  	  Tr[DSZJ ]
• 	  3	  chemical	  poten@als:	  
• 	  scaling	  limit	  leading	  to	  generalized	  scaling	  func@on:	  

• 	  Virasoro	  constraint	  :	  	  	  

κ, ω, ν

chemical	  poten@al	  for	  	  E − S

κ = κ(ν)

dΣ(ν)
dν

=
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Σ(ν) = �H2d� + κ(ν)�E − S� − ν�J�

From	  “grand	  poten@al”	  	  

Tr[H2de
−β eH2d ] may	  first	  be	  nonzero	  at	  2	  loops	  
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In	  general,	  “grand	  poten@al”	  	  	  	  	  	  and	  the	  expecta@on	  value	  of	  the	  	  
2-‐d	  Hamiltonian	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  are	  needed	  to	  determine	  the	  quantum	  
correc@ons	  to	  conserved	  charges.	  

Σ
A	  conclusion:	  

�H2d�

Which	  2-‐d	  Hamiltonian	  	  	  	  	  	  	  	  ?	  H2d



In	  general,	  “grand	  poten@al”	  	  	  	  	  	  and	  the	  expecta@on	  value	  of	  the	  	  
2-‐d	  Hamiltonian	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  are	  needed	  to	  determine	  the	  quantum	  
correc@ons	  to	  conserved	  charges.	  

Σ
A	  conclusion:	  

�H2d�

Which	  2-‐d	  Hamiltonian	  	  	  	  	  	  	  	  ?	  

	  	  	  it	  is	  the	  worldsheet	  Hamiltonian	  before	  reparametriza@on	  gauge	  	  
fixing,	  which	  is	  set	  to	  zero	  by	  a	  Virasoro	  constraint.	  

Technical	  simplifica@on:	  	  �H2d� = 0

H2d



guaranteed	  to	  all	  orders	  if	  Virasoro	  constraint	  is	  solved	  
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H2d = 0
(some)	  Iight-‐cone	  gauge	  

Technical	  simplifica@on:	  	  �H2d� = 0

H2d



guaranteed	  to	  all	  orders	  if	  Virasoro	  constraint	  is	  solved	  

Which	  2-‐d	  Hamiltonian	  	  	  	  	  	  	  	  ?	  

	  	  	  it	  is	  the	  worldsheet	  Hamiltonian	  before	  reparametriza@on	  gauge	  	  
fixing,	  which	  is	  set	  to	  zero	  by	  a	  Virasoro	  constraint.	  

H2d = 0
(some)	  Iight-‐cone	  gauge	  

Technical	  simplifica@on:	  	  �H2d� = 0

H2d is	  not	  the	  light-‐cone	  Hamiltonian	  	  Hlc = −P
−
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Close	  rela@on	  between	  folded	  string	  and	  minimal	  surface	  with	  a	  cusp	  
Kruczenski,	  Tirziu,	  RR,	  Tseytlin;	  Alday,	  Maldacena	  

and	  projec@on	  to	  local	  coordinates	  

Expect	  the	  same	  for	  the	  string	  with	  	  S and J

Use	  light-‐cone	  gauge	  natural	  to	  local	  coordinates	  
Further	  technical	  simplifica@ons	   Giombi,	  Ricci,	  RR,	  Tseytlin,	  Vergu	  
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Classical	  Virasoro:	  	   κ̂ =
�
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• 	  Generalized	  scaling	  func@on	  i.t.o.	  the	  free	  parameter	  of	  the	  solu@on	  

• 	  Eliminate	  	  	  	  :	  	  	  	  ν̂ f = f0 +
1√
λ

f1 +
1√
λ

f2 + . . .

• 	  Similar	  expressions	  if	  addi@onal	  parameters	  are	  present	  	  
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κ

µ
ν̂ =

ν

µ



Γ+θI = 0 , x+ = p+τ ,
√
−ggαβ = diag(−z2, z−2)

The	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  Green-‐Schwarz	  string	  	  
in	  AdS	  light-‐cone	  gauge	  

AdS5 × S5

ds2 =
1
z2

(dx+dx− + dx∗dx + dzMdzM ) =
1
z2

(dxmdxm + dz2) + duMduM

x± = x3 ± x0 , x, x∗ = x1 ± ix2 , uMuM = 1

Unique	  2-‐deriva@ve	  ac@on	  with	  	  	  	  –	  symmetry	  based	  on	  the	  coset	  
PSU(2, 2|4)/SO(4, 1)× SO(5)

κ

L =
�

STr
�
L(−1) ∧ ∗L(−1) + L(−i) ∧ L(i)

�
Metsaev,	  Tseytlin	  

Bosonic	  group	  element	  for	  Poincare	  coordinates:	  

Gauge	  fixing:	  	  	  	  	  ,	  diffeomorphisms,	  consistency	  	  κ

Metsaev,	  Tseytlin,	  Thorn	  

Our	  purpose:	  further	  Wick	  rota@on	  

gAdS =
�
1 0
x z1

�



LE = ẋ∗ẋ + (żM + iz−2zNηiρ
MN i

jη
j)2 + i(θiθ̇i + ηiη̇i − h.c.)− z−2(η2)2

+z−4(x�∗x� + z�
M

z�
M ) + 2i

�
z−3ηiρM

ij zM (θ�j − iz−1ηjx�) + h.c.
�

I =
1
2
T

�
dτ

�
dσ LE , T =

R2

2πα� =
√

λ

2π

…	  and	  solve	  the	  Virasoro	  constraint	  

Metsaev,	  Tseytlin,	  Thorn	  

• 	  	  
• 	  	  	  	  	  	  	  	  off-‐diag	  components	  of	  6-‐d	  Dirac	  matrices	  

• 	  Non-‐polynomial;	  perturba@on	  theory	  requires	  bosonic	  background	  
• 	  Quar@c	  in	  fermions	  

• 	  Power-‐coun@ng	  renormalizable	  (	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  )	  

• 	  Need	  regulariza@on	  preserving	  classical	  (local)	  symmetries	  

• 	  cancella@on	  of	  power-‐like	  divergences	  requires	  careful	  analysis	  
	  	  of	  path	  integral	  measure	  and	  	  	  	  -‐symmetry	  ghosts	  

[z] = 0 = [x] [θ] = 1/2 = [η]

p+ = 1
ρM

κ



Separated	  variable	  solu@on	  with	  	  

Tr[DSZJ ]The	  light-‐cone	  state	  dual	  to	  	  

L = ż2 +
1
z4

z�2 + z2ϕ̇2 +
1
z2

ϕ�2

(a)	  direct	  construc@on	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (b)	  map	  from	  global	  coordinates	  
Model	  aher	  the	  cusp	  

z =
�

τ

σ
, x+ = τ x− = − 1

2σ
ϕ = 0 Kruczenski	  

Giombi,	  Ricci,	  RR,	  Tseytlin,	  Vergu	  

(from	  Virasoro	  constraint)	  

ϕ �= 0

z =
√

κ̂

�
τ

σ
x+ = τ x− = −(κ̂− ν̂em̂)

1
2σ

ϕ =
ν̂e

2κ̂
ln τ +

m̂

2
lnσ

• 	  2d	  coord.	  transf.	  to	  conformal	  gauge	  

• 	  Interpreta@on	  of	  parameters:	  from	  comparison	  w/	  closed	  string	  

Giombi,	  Ricci,	  RR,	  Tseytlin,	  Vergu	  

(an	  addi@onal	  parameter	  compared	  to	  the	  usual	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  string)	  (SJ)

Y0Y2 − Y1Y5 =
ν̂em̂

2κ̂
Y 2

0 − Y 2
1 + Y 2

2 − Y 2
5 = 1

κ̂2 = 1− ν̂2
e + m̂2

F0 =
√

λ

2π
(1 + m̂2)

winding	  



(S,J)	  string	  and	  flat	  space	  closed	  string	  solu@on	  w/	  winding	  suggest:	  

t = κτ ϕ = ντ + mσ ρ = ρ(σ) θ = ωτ + ϑ(σ)

ρ�2 − κ2 cosh2 ρ + ω2 sinh2 ρ + sinh2 ρ ϑ�2 + ν2 + m2 = 0
ω sinh2 ρ ϑ� + νm = 0

Virasoro	  constraints:	  

Same	  equa@on	  as	  for	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  in	  	  	  S1 = S2 AdS3 Tirziu,	  Tseytlin	  

• 	  solu@on:	  ellip@c;	  	  	  	  	  	  	  periodicity	  condi@on:	  rela@ons	  btw	  parameters	  

bending	  in	  	  AdS3

• 	  glue	  several	  arcs	  to	  cover	  complete	  range	  of	  

• 	  change	  in	  topology:	  string	  no	  longer	  folded	  (“rounded	  spiky	  string”)	  
ϑ

ds2 = − cosh2ρ dt2 + dρ2 + sinh2ρ dθ2 + dϕ2



Scaling	  limit:	  	  (1)	  relax	  periodicity	  condi@on	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (2)	  

t = κτ ϕ = ντ + mσ ρ = ρ(σ) θ = ωτ + ϑ(σ)

κ = ω →∞ , m, ν →∞ , µ2 = κ2 − ν2 −m2 →∞

cosh ρ =
�

1 + γ2 cosh(µσ) tan ϑ = γ coth(µσ) γ ≡ νm

κµ

Parameters	  vs.	  energy,	  spin	  and	  momentum	  

E0 = 2nκ

� π
n

0

dσ

2π
cosh2 ρ S = 2nκ

� π
n

0

dσ

2π
sinh2 ρ J = ν

Piece	  together	  	  	  	  	  arcs	  to	  have	  a	  closed	  string	  n

E0 − S = κ S � nκ

8πµ
(1 + γ2)e

2πµ
n → µ � n

2π
lnS

E0 − S ≈
�

n2

4π2
ln2 S + ν2 + m2



E0 − S ≈
�

n2

4π2
ln2 S + ν2 + m2

Also	  recovered	  from	  ABA	  in	  presence	  of	  nontrivial	  winding	   Kruczenski,	  Tirziu	  



The	  equivalence	  
• 	  Embedding	  coordinates	  	  

• 	  boost	  in	  (02)	  and	  (15)	  plans	  w/	  parameter:	  	  

X0 + iX5 = cosh ρ eit X1 + iX2 = sinh ρ eiθ X3 = X4 = 0

tanh(2v) =
γ�

1 + γ2

Y0Y2 − Y1Y5 =
νm

2κµ
Y 2

0 + Y 2
5 − Y 2

1 − Y 2
2 = 1

Y0 → Y0, Y1 → Y1, Y2 → iY2, Y5 → iY5

νe → iν, µ→ µ, κ→ κ, 1
2 κ̂t→ −iκτ, 1

2s→ µσ

Y0Y2 − Y1Y5 =
ν̂em̂

2κ̂
Y 2

0 − Y 2
1 + Y 2

2 − Y 2
5 = 1

	  	  	  Solu@on	  is	  s@ll	  homogeneous,	  even	  in	  the	  presence	  of	  	  	  m = iŵ

	  	  	  Interested	  in	  dependence	  on	  closed	  string	  param’s	  or	  	  S and J

X0 ±X3 = cosh r sin β e±p , X5 ±X4 = cosh r cos β e±q , X1 ± iX2 = sinh r e±ih



-‐	  rota@on	  in	  (56)	  plane	  due	  to	  non-‐trivial	  	  

Fluctua@on	  ac@on:	  

R ϕ

Next	  steps:	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  find	  par@@on	  func@on;	  any	  all	  loop	  informa@on	  accessible?	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  finite	  size	  effects	  in	  this	  approach?	  



z & ϕ

Essen@al	  feature	  of	  the	  fluctua@on	  ac@on	  for	  	  ν = 0 = ŵ

quadra@c	  fluctua@on	  operator	  is	  diagonal	  

ν̂ �= 0 �= ŵ mix	  

1-‐loop	  free	  energy:	   F1 = 4π

�
d2p

(2π)2
(ln detKB − ln detKF )

Equivalent	  to	  sum	  of	  fluctua@on	  energies	  



1-‐loop	  free	  energy:	  

• 	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  reproduces	  know	  results	  
• 	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  same	  symmetries	  as	  the	  classical	  solu@on	  

ŵ = 0 Frolov,	  Tirziu,	  Tseytlin	  

ŵ �= 0

ν ↔ w κ↔ µ

�
dtds↔ κ2

�
dtds

1-‐loop	  generalized	  scaling	  func@on:	  

f1 =
1√

1 + �2 + m̂2
F1(�,−im̂)

Giombi,	  Ricci,	  RR,	  Tseytlin,	  Vergu	  



What	  about	  the	  direct	  evalua@on	  of	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ?	  �E − S�1 and �J�1

J =
√

λ

2π

�
ds

�
ν̂ +

�
2ν̂ φ̃− 2i ∂tϕ̃

�
+

�
2ν̂ φ̃2 − ν̂ỹaỹa − 4iφ̃∂tϕ̃− θ̃i(ρ†[5ρ6])i

j θ̃
j − 3η̃i(ρ†[5ρ6])i

j η̃
j
��

E − S =
√

λ

2π

�
ds

�
κ̂ + 2κ̂φ̃ + κ̂(2φ̃2 + |x̃|2)

�
nontrivial	  contribu@ons	  due	  to	  existence	  of	  a	  tadpole	  for	  	  φ

�E − S�1 =
1
π

lnS
κ̂

1 − ŵ2

�
F1(ν̂, ŵ) − ν̂

∂F1(ν̂, ŵ)
∂ν̂

�

���1 =
1

1 − ŵ2

�
ν̂F1(ν̂, ŵ) − (1 + ν̂2 − ŵ2)

dF1(ν̂, ŵ)
dν̂

�

Direct	  evalua@on	  of	  the	  graphs	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  yields:	  	  	  

Comfor@ng	  that	  it	  is	  same	  as	  par@@on	  func@on	  approach	  



2-‐loop	  free	  energy:	  three	  types	  of	  diagrama@c	  contribu@ons	  

φ̃

• 	  All	  fields	  and	  interac@on	  terms	  enter	  these	  diagrams	  

• 	  for	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  quadra@c	  terms	  are	  2d	  Lorentz	  invariant;	  expand	  in	  	  	  

• 	  Regulariza@on:	  

Both	  for	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  and	  for	  	  J = 0 J �= 0

• 	  Dimensional	  regulariza@on	  is	  not	  an	  op@on	  

• 	  Algebraic	  manipula@ons	  in	  two	  dimensions	  

• 	  2d	  conformal	  invariance	  should	  take	  care	  of	  logarithmic	  divergences	  

• 	  Consistent	  with	  flat	  space	  limit	  	  

J = 0 J



• 	  Regulariza@on:	  stay	  in	  
• 	  The	  calcula@on:	  	  reduce	  to	  scalar	  integrals	  through	  manipula@ons	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  valid	  either	  at	  the	  level	  of	  integrand	  or	  only	  under	  	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  the	  integral	  sign,	  e.g.	  	  	  

d = 2

pα
1 pβ

2 �→
1
2
p1 · p2δ

αβ +
1
2
p1 × p2�

αβ

pα
1 pβ

2 �→
�
−p1 · p2

q2
+ 2

(p1 · q)(p2 · q)
(q2)2

�
δαβ +

�
p1 · p2 −

(p1 · q)(p2 · q)
q2

�
qαqβ

no	  external	  lines:	  

two	  external	  lines	  with	  momentum	  	  	  :	  

• 	  All	  divergent	  integrals	  are	  1-‐loop	  bubbles;	  express	  all	  of	  them	  

	  	  	  i.t.o.	  a	  single	  one,	  e.g.	  	  I[1]

I[m2] =
�

d2p

(2π)2
1

p2 + m2
I[m2]− I[1] = − 1

4π
lnm2

• 	  Propagator	  for	  0-‐momentum	  	  	  	  :	  φ̃ �φ̃φ̃� =
1

1 − ŵ2

q



f2 = −K

+ �2
�

8 ln2 �− 6 ln �− 3
2

ln 2 +
11
4

�

+ �4
�
−6 ln2 �− 7

6
ln � + 3 ln 2 ln �− 9

8
ln2 2 +

11
8

ln 2 +
3
32

K − 233
576

�
+O(�6)

2-‐loop	  free	  energy	  to	  fourth	  order:	   Giombi,	  Ricci,	  RR,	  Tseytlin,	  Vergu	  

2-‐loop	  generalized	  scaling	  func@on	  to	  fourth	  order	  at	  zero	  winding:	  

f2 =
1√

1 + �2

�
F2(�) +

1
2

� �√
1 + �2

F1(�)−
�

1 + �2
dF1(�)

d�

�2�

Same	  as	  	  	  	  	  	  	  from	  ABA	  q02

Also	  reproduces	  ABA	  results	  of	   Gromov	  

+O(ν̂6, . . . )



Some	  comments:	  	  

• 	  framework	  of	  higher-‐loop	  calcula@ons	  is	  consistent	  with	  ABA	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  nontrivial	  rela@on	  between	  worldsheet	  	  	  	  	  	  with	  chemical	  poten@als	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  and	  anomalous	  dimensions	  	  

• 	  AdS-‐lc	  calcula@ons	  are	  technically	  simpler	  than	  in	  other	  gauges	  

• 	  nontrivial	  cancela@ons	  between	  graphs	  of	  different	  topology	  
• 	  leading	  logarithms	  in	  	  	  	  not	  generated	  by	  1PI	  2-‐loop	  graphs	  

• 	  leading	  logarithms	  in	  	  	  	  generated	  by	  non-‐1PI	  2-‐loop	  graphs	  
	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  generalizes	  to	  higher	  loops	  

• 	  Extension	  to	  include	  	  	  	  	  is	  straighoorward	  

�

�

Z
E

Is	  it	  possible	  to	  access	  leading	  logarithms	  to	  all	  orders?	  

ŵ



Seff (φ) =
√

λ

2π
cosh(2φ)− e2φ

2π
ν̂2 ln ν̂2

F =

�

1 +
2√
λ
F1

All-‐loop	  resumma@on	  of	  leading	  logarithms:	  

1.  in	  free	  energy:	  leading	  logs	  from	  maximally	  disconnected	  graphs	  

2.  the	  only	  field	  with	  tadpole	  is	  
3.  logs	  arise	  from	  fields	  with	  mass	  	  

-‐ 	  compute	  1-‐loop	  effec@ve	  ac@on	  for	  	  
-‐	  integrate	  out	  	  	  	  	  	  at	  the	  classical	  level	  

φ

φ

	  	  	  	  	  	  	  also	  	  	  	  	  	  	  	  
dependence	  of	  the	  	  
	  	  1-‐loop	  free	  energy	  

φ

Giombi,	  Ricci,	  RR,	  Tseytlin,	  Vergu	  

• 	  Only	  	  	  	  	  	  fields	  yield	  logarithms:	  S5

• 	  Integrate	  them	  out:	  

• 	  The	  leading-‐logarithm	  free	  energy	  to	  all	  orders:	  

with	  

ν̂

L =
1
4

cosh(2φ) + e2φ(∂ty)2 + e−2φ(∂sy)2 +
1
4
ν̂2e2φy2

F1 = −ν̂2 ln ν̂2
ln ν̂



Eliminate	  	  	  	  ;	  restrict	  to	  leading	  logarithms	  

f(�) ≡ π√
λ

E − S

lnS
=

�
1 + ν̂2

�
F(ν̂)− ν̂

dF(ν̂)
dν̂

�

� ≡ π√
λ

J

lnS
= ν̂F(ν̂)− (1 + ν̂2)

dF(ν̂)
dν̂

ν̂



f(�,
√

λ)
��
leading log

=

�
1 +

�2

1 + 2√
λ

ln �2

νEliminate	  	  	  ;	  restrict	  to	  leading	  logarithms	  

• 	  agreement	  with	  ABA	  

• 	  pole	  at	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  is	  probably	  an	  ar@fact	  of	  LL	  trunca@on	  

• 	  subleading	  logs	  are	  in	  principle	  accessible	  

ln �2 = −1
2
√

λ

Gromov	  



Captured	  in	  par@@on	  func@on	  approach	  by	  simply	  discre@zing	  space-‐like	  momentum	  
on	  a	  worldsheet	  of	  length	  

Can	  this	  approach	  be	  used	  in	  finite	  volume?	  

A	  test:	  compare	  the	  two	  possible	  approaches	  at	  1-‐loop	  at	  	  J = 0

• 	  1-‐loop	  universal	  scaling	  func@on:	  

-‐ 	  Non-‐wrapping	  finite	  size	  correc@on	  from	  ABA	  

-‐ 	  Exact	  1-‐loop	  worldsheet	  calcula@on	  
Schafer-‐Nameki,	  Zamaklar	  

Beccaria,	  Dunne,	  Forini,	  Pawellek,	  Tseytlin	  

Scale	  of	  masses	  of	  fluctua@ons	  becomes	  relevant:	  use	  closed	  string	  scale	  

F1 =
�

dω

(2π)2
2π

L

�

n

ln
�
ω2 + (2πn/L)2 + 2

�2 �
ω2 + (2πn/L)2

�5 �
ω2 + (2πn/L)2 + 4

�

(ω2 + (2πn/L)2 + 1)8

2π

L

�

n

�→
�

dpLeading	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  (con@nuum)	  limit:	  lnS − 5π2

12 ln2 S

L = 4 ln S

f1 =
1
π

�
−3 ln 2− 5π2

12 ln2 S
+O(ln−3 S)

�
E1 = −3 ln 2

π
lnS − 5π

12 lnS
+O(ln−2 S)



Equivalent	  with	  the	  evalua@on	  of	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  ?	  	  �E − S�1
E − S =

�
ds

�
κ̂ + 2κ̂φ̃ + κ̂(2φ̃2 + |x̃|2)

�

�E − S�1 = E1 + E2

E1 = −2
�

dω

(2π)2
2π

L

∞�

n=−∞

�
4
ω2 −

�
2πn
L

�2

ω2 +
�

2πn
L

�2 −
4 + 4

�
2πn
L

�2

ω2 +
�

2πn
L

�2 + 2

+ 2
(ω2 −

�
2πn
L

�2)(ω2 +
�

2πn
L

�2 + 2)

(ω2 +
�

2πn
L

�2)(ω2 +
�

2πn
L

�2 + 4)
+ 4

4 + 4
�

2πn
L

�2

ω2 +
�

2πn
L

�2 + 1

�

E2 =
�

dω

(2π)2
2π

L

∞�

n=−∞
2
� 4

ω2 +
�

2πn
L

�2 + 2
+

4

ω2 +
�

2πn
L

�2 + 4

�

1-‐loop	  expecta@on	  value	  on	  worldsheet	  of	  length	  	  L = 4 ln S

Extract	  leading	  finite	  size	  correc@on:	  

Same	  as	  from	  par@@on	  func@on	  

E1 = −3 ln 2
π

lnS − 5π

12 lnS
+O(ln−2 S)



• 	  Tempted	  to	  expect	  that	  the	  leading	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  correc@on	  to	  the	  
	  	  	  universal	  scaling	  func@on	  at	  2-‐loops	  may	  be	  obtained	  by	  simply	  
	  	  	  discre@zing	  space-‐like	  momenta	  

• 	  only	  integrals	  containing	  at	  least	  one	  massless	  field	  contribute	  

1/ln2 S

…	  yet	  curiously	  different	  from	  vanishing	  NLIE	  result	   Fioravan@,	  Grinza,	  Rossi	  

What	  about	  higher	  loops?	  



Summary	  

• 	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  :	  	  	  ABA	  and	  worldsheet	  agree	  at	  2-‐loops	  for	  high	  twist	  

• 	  Consistent	  approach	  to	  higher-‐loop	  comp’s	  i.t.o.	  2d	  free	  energy	  

• 	  AdS	  light-‐cone	  gauge	  leads	  to	  important	  technical	  simplifica@ons	  

• 	  Discussed	  states	  with	  winding;	  (N)NLO	  ABA	  results	  to	  be	  determined	  

• 	  Leading	  logarithms	  can	  be	  resummed	  to	  all	  orders;	  same	  as	  ABA	  	  	  

• 	  Free	  energy	  approach	  appears	  to	  capture	  leading	  finite	  size	  correc@on	  
	  	  	  at	  1-‐loop;	  expect	  the	  same	  holds	  at	  2-‐loops;	  only	  massless	  contrib’s	  

-‐	  a	  curious	  feature	  is	  the	  existence	  of	  2d	  tadpoles;	  treated	  perturba@vely	  



A	  ques@on:	  

Thermodynamic	  Bethe	  Ansatz:	  

With	  chemical	  poten@als:	  

E0(R) �→ E0(R, hi)

“Ground	  state”	  energy	  extracted	  as	  “grand	  poten@al”	  of	  the	  ws	  theory	  

However,	  we	  used	  a	  different	  rela@on:	  just	  eliminate	  	  	  	  	  between	  	  
dΣ
dhi

=
dκ

dhi
�E� − �Qi� Σ = κ�E� −

�

i

hi�Qi�

hi

Is	  there	  a	  contradic@on?	  Not	  visible	  directly	  at	  1-‐loop,	  as	  there	  	  
	  is	  given	  in	  terms	  of	  the	  grand	  poten@al	  

�E�

−β Σ = lnZ

e−LE0(R) = Z[L, R] = Zmirror[R,L] = e−LRf(R)


