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1.  Spin	
  relaxa+on	
  mechanisms	
  (overview)	
  
–  Free	
  electrons	
  
–  Localized	
  electrons	
  

2.  Spin	
  relaxa+on	
  (qualita+ve	
  model)	
  
–  Spin	
  in	
  a	
  fluctua+ng	
  magne+c	
  field	
  

3.  Dyakonov-­‐Perel	
  spin	
  relaxa+on	
  
–  Spin	
  spliUngs	
  in	
  nanostructures	
  
–  Spin	
  density	
  matrix	
  &	
  kine+c	
  equa+on	
  
–  Electron-­‐electron	
  interac+on	
  
–  Spin	
  relaxa+on	
  anisotropy	
  
–  Features	
  of	
  high-­‐mobility	
  structures	
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Free	
  electrons:	
  
•  Bir-­‐Aronov-­‐Pikus	
  mechanism	
  (electron-­‐hole	
  
exchange	
  interac+on)	
  

•  Paramagne+c	
  scaPering	
  (in	
  magne+c	
  systems)	
  
•  EllioP-­‐Yafet	
  mechanism	
  (spin	
  flip	
  at	
  scaPering)	
  
•  Dyakonov-­‐Perel	
  mechanism	
  (spin	
  precession)	
  
Driving	
  force	
  is	
  the	
  spin-­‐orbit	
  coupling:	
  
Interac+on	
  of	
  electron	
  spin	
  and	
  its	
  momentum	
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Localized	
  electrons:	
  
See	
  next	
  lecture	
  



Localized	
  electrons:	
  
•  Spin-­‐orbit	
  mediated	
  electron-­‐phonon	
  
interac+on	
  

•  Hyperfine	
  interac+on	
  (electron-­‐nuclei	
  
coupling)	
  

•  Inhomogeneous	
  broadening	
  (in	
  magne+c	
  
field:	
  	
  g-­‐factor	
  spread)	
  

Orbital	
  mo+on	
  is	
  quenched,	
  hence	
  spin-­‐orbit	
  
coupling	
  plays	
  minor	
  role	
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Most	
  general	
  model:	
  spin	
  precession	
  in	
  4me-­‐
dependent	
  magne4c	
  field	
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H(t) =
�
2
σ ·Ω(t)

1

τs
∼ �Ω2�τc

τc is	
  the	
  correla+on	
  +me	
  of	
  	
  Ω



Dyakonov-­‐Perel	
  spin	
  relaxa4on	
  is	
  caused	
  by	
  the	
  
electron	
  spin	
  precession	
  in	
  the	
  effec+ve	
  
magne+c	
  field	
  arising	
  from	
  the	
  spin-­‐orbit	
  
interac4on	
  
Lack	
  of	
  an	
  inversion	
  center:	
  
•  Bulk	
  inversion	
  asymmetry	
  
•  Structure	
  inversion	
  asymmetry	
  
•  Interface	
  inversion	
  asymmetry	
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Lack	
  of	
  an	
  inversion	
  center:	
  
•  Bulk	
  Inversion	
  Asymmetry	
  (BIA)	
  
	
  
	
  
•  Structure	
  Inversion	
  Asymmetry	
  (SIA)	
  
	
  
•  Interface	
  Inversion	
  Asymmetry	
  (IIA)	
  
like	
  BIA	
  in	
  (001)	
  quantum	
  wells	
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Effec4ve	
  magne4c	
  field	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
	
  
Es+mate	
  (10	
  nm	
  QW):	
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классический – он характеризует угол поворота спина между последовательными столкновени-

ями. Рассмотрим режим частых столкновений:

δϕ = Ωτ � 1. (2)

В каждом акте рассеяния волновой вектор электрона k меняется случайным образом, поэтому

направление Ωk также меняется случайно. Оценим, на какой типичный угол повернется спин

электрона за N столкновений. Средний квадрат такого угла можно записать в виде1

Φ2 = (δϕ)2N. (3)

Начальное направление спина будет потеряно, если Φ ∼ 1. Это произойдет за время спиновой

релаксации τs. Число столкновений будет N = τs/τ , иными словами

1 ∼ (Ωτ)2
τs
τ

⇒ 1

τs
∼ Ω2τ. (4)

Этот результат принадлежит М.И. Дьяконову и В.И. Перелю, 1971 г.

Важным следствием этого результата является то, что чем чище структура, т.е. чем больше τ ,

тем меньше τs, т.е. тем медленнее идет спиновая релаксация. Поэтому в механизме Дьяконова-

Переля спиновая релаксация замедляется за счет столкновений.

II. ОПИСАНИЕ СПИНОВОЙ РЕЛАКСАЦИИ В РАМКАХ КИНЕТИЧЕСКОГО

УРАВНЕНИЯ

Опишем релаксацию спина в механизме Дьяконова-Переля в рамках кинетической теории.

Как обсуждалось на лекции 2, динамика спина ансамбля электронов описывается в рамках спи-

новой матрицы плотности ρk = fkI +Sk ·σ, где Sk – функция распределения спина электронов.

В отсутствие процессов рассеяния функция Sk описывается уравнением

∂Sk

∂t
+ Sk ×Ωk = 0.

Это уравнение описывает прецессию спина, обусловленную спиновым расщеплением электрон-

ных зон. Как нам известно (из нулевой лекции) процессы рассеяния можно описать, добавив в

правую часть уравнения интеграл столкновений:

∂Sk

∂t
+ Sk ×Ωk = St{S}. (5)

1 Почему “складываются” квадраты углов поворота спина, а не сами углы?

2
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В простейшем случае упругих процессов

St{S} =
�

k�

[Wk,k�Sk� −Wk�,kSk] = −δSk

τ
.

Здесь мы воспользовались приближением времени столкновений, а δSk = Sk − S̄k, черта сверху

обозначает усреднение по углам вектора k.

Уравнение (5) с интегралом столкновений в приближении времени релаксации является ли-

нейным интегро-дифференциальным уравнением2. Его решать удобно методом последователь-

ных приближений, считая, что углы поворота спина между последовательными столкновениями

малы, т.е. пользуясь малым параметром Ωτ � 1. Представим решение в виде

Sk = S̄k + δsk,

причем δsk = 0. Из (5) следует, что

∂Sk

∂t
+ δsk ×Ωk = 0, (6)

а также (в низшем порядке по Ω):

S̄k ×Ωk = −δsk
τ

. (7)

Член с ∂δsk/∂t имеет дополнительную малость Ωτ . Дальнейшее решение кинетического уравне-

ния – дело техники: δsk = −τ S̄k ×Ωk и

∂S̄k

∂t
+ τ [Ωk × [S̄k ×Ωk]] = 0,

и раскрывая двойное векторное произведение получаем

∂S̄k

∂t
+ Γ̂S̄k = 0, (8)

где компоненты тензора обратных времен спиновой релаксации имеют вид

Γij = Ω2
kδij − Ωk,iΩk,jτ. (9)

Формула (9) соответствует простой оценке (4).

III. ПРИМЕР: КВАНТОВАЯ ЯМА СО СПИНОВЫМ РАСЩЕПЛЕНИЕМ РАШБЫ

Компоненты вектора Ωk имеют вид

Ωk = αR(ky,−kx, 0). (10)

2 Почему “интегро”?
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Компоненты тензора обратных времен спиновой релаксации записываются в виде

Γzz = α2
Rk

2τ, Γxx = α2
Rk̄

2
xτ =

α2
Rk

2τ

2
, Γyy = α2

Rk̄
2
yτ =

α2
Rk

2τ

2
. (11)

Этот ответ был получен в работе М.И. Дьяконова и В.Ю. Качоровского, Спиновая релаксация

двумерных электронов в нецентросимметричных полупроводниках, ФТП 20, 178 (1986).

Для интерпретации анизотропии спиновой релаксации – зависимости скорости релаксации

спина от его направления – следует заметить, что компонента эффективного магнитного поля,

направленная вдоль S не приводит к прецессии спина и его релаксации.

Оценка: τ ∼ 1 ps, �Ω ∼ 0.1 meV, т.е. Ω ∼ 0.1 ps−1. Скорость спиновой релаксации

1

τs
∼ 10−2 ps−1.

Характерные времена спиновой релаксации в механизме Дьяконова-Переля составляют от 10 ps

до 1 ns.

IV. ДРУГИЕ МЕХАНИЗМЫ СПИНОВОЙ РЕЛАКСАЦИИ СВОБОДНЫХ

НОСИТЕЛЕЙ ЗАРЯДА

1. Механизм Эллиота-Яфета [предложен Эллиотом (1954 г.) и Яфетом (1963 г.)] В этом ме-

ханизме учитываются процессы рассеяния с переворотом спина. В отличие от механизма

Дьяконова-Переля здесь

τs ∼ Cτ,

где C � 1 – некоторая константа, зависящая от силы спин-орбитальной связи. Этот меха-

низм может проявляться в узкозонных полупроводниках и металлах.

2. Механизм Бира-Аронова-Пикуса (1975 г.) Этот механизм важен в условиях оптической

ориентации и большой мощности накачки: спин электронов теряется за счет обменного

взаимодействия с неполяризованными дырками. Также механизм Бира-Аронова-Пикуса

важен для экситонов.

3. В магнитных системах релаксация неравновесного электронного спина может осуществ-

ляться за счет обменного взаимодействия между свободным электроном и электроном,

локализованным на парамагнитном центре.

Для локализованных электронов механизмы потери спина совершенно иные.

Example:	
  asymmetric	
  quantum	
  well	
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ориентации и большой мощности накачки: спин электронов теряется за счет обменного

взаимодействия с неполяризованными дырками. Также механизм Бира-Аронова-Пикуса

важен для экситонов.

3. В магнитных системах релаксация неравновесного электронного спина может осуществ-

ляться за счет обменного взаимодействия между свободным электроном и электроном,

локализованным на парамагнитном центре.

Для локализованных электронов механизмы потери спина совершенно иные.

4

Компоненты тензора обратных времен спиновой релаксации записываются в виде

Γzz = α2
Rk

2τ, Γxx = α2
Rk̄

2
xτ =

α2
Rk

2τ

2
, Γyy = α2

Rk̄
2
yτ =

α2
Rk

2τ

2
. (11)

Этот ответ был получен в работе М.И. Дьяконова и В.Ю. Качоровского, Спиновая релаксация

двумерных электронов в нецентросимметричных полупроводниках, ФТП 20, 178 (1986).

Для интерпретации анизотропии спиновой релаксации – зависимости скорости релаксации

спина от его направления – следует заметить, что компонента эффективного магнитного поля,

направленная вдоль S не приводит к прецессии спина и его релаксации.

Оценка: τ ∼ 1 ps, �Ω ∼ 0.1 meV, т.е. Ω ∼ 0.1 ps−1. Скорость спиновой релаксации

1

τs
∼ 10−2 ps−1.

Характерные времена спиновой релаксации в механизме Дьяконова-Переля составляют от 10 ps

до 1 ns.
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ханизме учитываются процессы рассеяния с переворотом спина. В отличие от механизма

Дьяконова-Переля здесь
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where δsk = 0. It follows from Eq. (13) that

∂Sk

∂t
+ δsk ×Ωk = 0, (14)

and (in the lowest in Ωτ order):

S̄k ×Ωk = −δsk
τ

. (15)

Term with ∂δsk/∂t is additionally smaller by Ωτ . Everything else is a simple machinery: δsk =

−τ S̄k ×Ωk and

∂S̄k

∂t
+ τ [Ωk × [S̄k ×Ωk]] = 0,

or

∂S̄k

∂t
+ Γ̂S̄k = 0, (16)

where the components of the spin relaxation rates tensor are given by

Γij =
�
Ω2

kδij − Ωk,iΩk,j

�
τ. (17)

Equation (17) corresponds to the simple estimate Eq. (12).

C. Asymmetric quantum well

SIA induced Ωk has the form

Ωk = αR(ky,−kx, 0). (18)

The components of Γ tensor are recast as

Γzz = α2
Rk

2τ, Γxx = α2
Rk

2
xτ =

α2
Rk

2τ

2
, Γyy = α2

Rk
2
yτ =

α2
Rk

2τ

2
. (19)

This result was derived by M.I. Dyakonov and V.Yu. Kocharovskii.

Estimation: τ ∼ 1 ps, �Ω ∼ 0.1 meV or Ω ∼ 0.1 ps
−1

. Spin relaxation rate

1

τs
∼ 10−2

ps
−1.

Typical spin relaxation times vary from 10 ps to 1 ns.

III. OTHER SPIN RELAXATION MECHANISMS

1. Elliott-Yafet mechanism [suggested by Elliott (1954 г.) and Yafet (1963 г.)] required spin-flip

scattering. Hence,

τs ∼ Cτ,

where C � 1 is a coefficient. This mechanism can be important in narrow gap semiconductors

and in metals.
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ализациям беспорядка, определяющего орбитальную динамику электрона выпол-

няются независимо. Такой режим может иметь место в квантовых проволоках,

где случайное поле Рашбы обусловлено легирующими примесями, а релаксация

импульса – рассеянием электрона на флуктуациях ширины проволоки. Уравне-

ние (3.66) выведено для плавного беспорядка, ld/λF � 1, однако анализ, выпол-

ненный в рамках метода функций Грина, показывает, что тот же результат сохра-

няется и для произвольного соотношения ld/λF.

Наш следующий шаг заключается в усреднении величины cos [θ(x, 0)] в фор-

муле (3.66) по случайным реализациям поля α(x). С этой целью мы представим

cos [θ(x, 0)] = Re

�
exp

�
i
2mα0

�2 x

�
exp [iϑr(x)]

�
, (3.67)

где

ϑr(x) = 2m/�2
� x

0

αr(x
�)dx� (3.68)

– угол поворота спина за счет случайного вклада в спин-орбитальное взаимодей-

ствие. Раскладывая exp [iϑr(x)] в ряд по ϑr и пользуясь гауссовым характером

флуктуаций αr, получаем, что нечетные степени угла поворота спина обнуляются,

�θ2n+1
r (x)� = 0, а четные выражаются через �θ2r (x)� в виде

�θ2nr (x)� =
��

2m

�2

� x

0

αr(x
�)dx�

�2n�
= (2n− 1)!!�θ2r (x)�n. (3.69)

Непосредственный расчет показывает, что средний квадрат угла поворота спи-

на �θ2r (x)�, обусловленный флуктуирующим спин-орбитальным взаимодействием,

составляет

�θ2r (x)� = 2

�
2m

�2

�2

�α2
r �
� x

0

dx�
� x�

0

dyFcorr(y). (3.70)

Окончательно, выражение (3.66) сводится к [ср. с (3.60)]

Css(t) =
� ∞

−∞
dx p(x, t) cos

�
2mα0

�2 x

�
exp

�
−�θ2r (x)�/2

�
. (3.71)

Формула (3.71) является центральным результатом данного раздела: она связыва-

ет временную эволюцию электронного спина с орбитальным движением носителя

113
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Electron spin precession mode-locking

Train of pump and probe pulses, TR is the repetition period

Large spread of electron g-factors ⇒ fast dephasing

Signal reappears before the next pump pulse arrival
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ΩTR = 2πN
Constructive
interference

Greilich, Yakovlev, Shabaev, Efros, Yugova, Oulton, Stavarache, Reuter, Wieck, Bayer (2006)
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Рис. 1.2: (a) Характерные сигналы керровского вращения в зависимости от задержки
между импульсами накачки и зондирования, измеренные на структуре с пятью кванто-
выми ямами CdTe/Cd0.78Mg0.22Te, каждая из которых имеет ширину 20 нм и содержит
электронный газ концентрации N ≈ 1010 см−2. (b) Зависимость частоты спиновых бие-
ний от внешнего магнитного поля. Точки – эксперимент, прямая – подгонка по форму-
ле (1.2). (c) Зависимость скорости затухания спиновых биений от магнитного поля. Точки
– данные эксперимента, сплошная кривая – теория, предполагающая разброс величин
g-факторов электронов. Воспроизведено из работы [27].

квантовых точек, а также с квантовыми ямами, содержащими электронный газ

низкой плотности, где выполняется условие Na2B � 1 [28]. Здесь N – двумерная

концентрация электронов, aB – боровский радиус. Указанные системы обладают

важными особенностями: во-первых, за счет локализации электронов в квантовых

точках или на флуктуациях потенциала квантовой ямы резко возрастают времена

спиновой релаксации резидентных носителей, а во-вторых, именно в таких систе-

мах велика роль кулоновского взаимодействия, и наиболее ярко проявляются ку-

лоновские комплексы – экситоны и трионы, см. панель (b) рис. 1.1. Это приводит

к возможности спектрально-селективного изучения микроскопических процессов,

ответственных за возбуждение, управление и детектирование спиновой поляриза-

ции, а длинные времена спиновой релаксации важны для возможных приборных

разработок в области спинтроники.

Первые две главы диссертации посвящены именно таким системам: однократно

заряженным квантовым точкам и квантовым ямам с электронным газом малой

20
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Pump-probe signal calculation
QDs array, correlated distribution of resonant
frequencies, ω0, and g-factors, p(ω0, g):

S(∆t) ∝
�

dω0dg p(ω0, g)Sz(ω0, g,∆t)×
�

F(ω0 − ωpr)
E(ω0 − ωpr)

�

g ≈ 2− 4|pcv|2

3m0

∆

EQDg (EQDg +∆)

L. Roth (1964); E.L. Ivchenko, A.A. Kiselev (1992)
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We focus here on quantum dots:
n-type single quantum dots and
quantum dot arrays

Carrier localization leads to the
spin relaxation slowdown

Possibility to address resonantly
singlet trion

Hyper�ne interaction of electron
and nuclear spins is e�ective

Similar physics for quantum wires,
wells and bulk materials with low,
ndadB � 1, density electrons/holes

Other systems: Phys. Solid State 54, 1 (2012)

Element 27Al 69(71)Ga 75As 115In
Z 13 31 33 49
I 5/2 3/2 3/2 9/2
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План доклада

1 Взаимодействие спинов носителей заряда и ядер

2 Измерения констант взаимодействия электрона и дырки с ядром в
одиночных квантовых точках
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Взаимодействие спинов ядер и электронов

Спин ядра I – точечный магнитный момент:
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– доминирует контактное взаимодейстие
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3
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.

Выполняя дифференцирование получаем:

3(σ · r)(µ · r)− (σ · µ)r2

r5
+

8π

3
(σ · µ)δ(r).

Первый член – диполь-дипольное взаимодействие, а второй – контактное взаимодействие (взаи-

модействие Ферми). Окончательно получаем

V =
2µBµI

I
I

�
L

r3
− s

r3
+ 3

r(r · s)
r5

+
8

3
sπδ(r)

�
. (5)

Отметим, что гамильтониан (5) действует на полную функцию электрона в кристалле, включая

блоховскую амплитуду.

Для электронов на дне зоны проводимости блоховская амплитуда имеет s-тип, т.е. не обраща-

ется в нуль на ядре. Поэтому при рассмотрении таких эффектов достаточно ограничится лишь

контактным членом и записать гамильтониан взаимодействия как

Ṽ = Av0(I · s)|Ψ(Ri)|2, (6)

где Ri – координата ядра, Ψ – плавная огибающая волновой функции электрона, v0 – объем

элементарной ячейки.2 Характерные константы A ∼ 102 µeV. Если поляризовать все ядра в

GaAs по спину, то максимальное поле, которое будет действовать на спин электрона со стороны

ядра BN,max ∼ 5 T.

II. ДЕФАЗИРОВКА СПИНОВ ЛОКАЛИЗОВАННЫХ ЭЛЕКТРОНОВ

Мы уже обсуждали механизмы потери спина свободных электронов – они были обусловлены

спин-орбитальной связью. Для локализованных электронов спин-орбитальная связь не работа-

ет (нет среднего волнового вектора, поэтому, например, не работает ни механизм Дьяконова-

Переля, ни механизм Эллиота-Яфета).

Оказывается, что для локализованного носителя заряда (например, электрона на доноре или

электрона в квантовой точке) важную роль в релаксации спина играют ядра. Действительно,

электрон испытывает поле ядерной флуктуации которое составляет 1/
√
N от BN,max. Для ти-

пичной квантовой точки N ∼ 105 ядер,
√
N ∼ 3 × 102 и флуктуационное поле BN,fluct ∼ 0.1 T,

что соответствует периоду прецессии спина T ∼ 1 . . . 10 нс.

2 Свяжите A и значение блоховской амплитуды на ядре.
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Lecture	
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  relaxa+on	
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  (overview)	
  
2.  Spin	
  relaxa+on	
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  model)	
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  relaxa+on	
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1.  Spin-­‐orbit	
  coupling	
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  (crossover	
  

between	
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  mechanisms)	
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  quantum	
  dots	
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