Experimentella metoder, FK3001

Datorovning:

Finn ett samband



1 Inledning

Den hér 6vningen gar ut pa att belysa hur man kan utnyttja dimensionsanalys
tillsammans med métningar for att bestdmma fysikaliska samband, samt pa
att ge en forberedelse for kommande laborationer dir minsta kvadratmetoden
anvands. Du kommer att fa tillfalle att verifiera att din minsta kvadratanpass-
ning fungerar som den ska.

Ovningen innehaller total fem uppgifter att losa. I dessa anges med fetstil
vad som skall redovisas skriftligt.

Vi betraktar ett tédnkt experiment dér en balk placeras pa tva stédjande
stativ som i Figur 1. Om man sedan applicerar en nedatriktad kraft F' mitt pa
balken kommer den att bojas lite grann sa att den vid mitten ror sig nedat en
lite stracka d. Vi tdnker oss nu att vi pa experimentell vig soker det funktion-
ssamband som ger d som en funktion av balkens hojd h, bredd b och avstandet
L mellan stédjepunkterna.
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Figure 1: En balk som vilar mellan tva stodjepunkter.

Till att borja med kan vi konstatera att bojningen sker genom att balkens
undre del forlangs lite grann medan den Gvre trycks ihop. Om kraften inte &r
alltfor stor kommer balken att aterga till utgangslaget nar kraften tas bort, dvs
den &r elastisk. (For mycket stora krafter passerar man elasticitetsgransen och
far en permanent deformation av balken.) Nedbdjningen d maste alltsa bero pa
hur 1att det ar att sammanpressa eller stracka ut materialet som balken ar gjord
av.



2 Elasticitetsmodulen

Hur mycket ett material pressas ihop eller tdnjs ut om man utséitter det for
en dragande eller komprimerande kraft bestdms av en materialkonstant, elas-
ticitetsmodulen E. Om vi tdnker oss att vi drar i tva &ndar av en stang sa att den
forlangs, som i figur 2 maste forlangningen blir proportionell mot stangens langd
(satter vi t.ex. samman tva stianger till en dubbelt sa lang kommer ju samma
dragkraft att paverka bada och totala forlangningen blir dubbelt sa lang). Om
dragkraften Fy &r negativ (en kompressionskraft) kommer lingden att minska
(forldngningen AL &r negativ) och om den &r positiv (som i Figur 2) blir AL
positiv.
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Figure 2: Elastisk deformation.

For sma AL och Fs forvantar vi oss att AL ar proportionellt mot Fy. (Om
vi serieutvecklar funktionen AL(Fy) runt origo kommer den linjéra termen att
dominera for sma Fj, savida den inte ar noll.) Detta ar mycket riktigt fallet for
sma deformationer. Det betyder att om vi t.ex. fordelar samma kraft 6ver tva
likadana stavar (alltsa 6ver en dubbelt sa stor tvérsnittsarea), blir forlangningen
hélften sa stor. Med tre ganger sa stor tvarsnittsarea blir forlangningen en tred-
jedel, osv. Forlangningen blir alltsa proportionell mot stavens langd L och mot
kraften F' och omvéant proportionell mot tvérsnittsarean A, dvs
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dar proportionalitetskonstanten konventionsmassigt skrivs som % Materialkon-
stanten E ar alltsa elasticitetsmodulen, och sambandet ovan kallas Hookes lag.

3 Sambandets form

Pa grund av elastisk deformation bgjs alltsa balken i Figur 1 nedat med en
stracka d. Nedbojningen maste bero pa kraften, elasticitetskoefficienten och de
aktuella dimensionerna, men det ar allt! Vi kan nu anséitta ett samband

d=KFLPRVE® | (1)

déar de grekiska bokstéverna betecknar exponenter som vi forvantar oss skall
vara hel- eller halvtaliga (eller i varje fall kvoten mellan tva sma heltal). K ar
en dimensionslos proportionalitetskonstant.

Om vi ténker oss att vi ldgger en likadan balk bredvid var forsta och fordelar
kraften mellan de tva far vi samma nedbdjning om vi samtidigt dubblar den
totala kraften sa att kraften pa en balk blir densamma som férut. Vi har da
dubblat bredden b och kraften F. For att d skall vara konstant om F' och b
multipliceras med samma faktor maste § = —a.



Eftersom vi betraktar sma fordndringar forvéntar vi oss att d, som blir noll
for F' = 0, blir proportionellt mot F' (aterigen dominerar den linjéira termen i
en serieutveckling). Vi har alltsa a = 1, § = —1 och

d=KFb'LPhEc . (2)

4 7Experimentet”

Vi tanker oss nu att du ska bestamma ( i ekvation 2, genom att gora en serie
métningar av d for olika virden pa L. Istéillet for att gora faktiska méatningar
skall du anta ett sant virde pa [ och ldgga till slumpmaéssiga métfel. Nar du
utifran dessa simulerade méatdata tagit fram en uppskattning av 8 med fel kan
du kontrollera att felupskattningen aterspeglar avvikelsen fran det sanna vérdet
(det faktiska felet) pa ett rimligt sdtt.
Antag darfor att for en given balk och en viss kraft dr det korrekta uttrycket
for nedbdjningen
d = 5mm(L/m)> . (3)

Légg miérke till att detta uttryck dr dimensionsméssigt korrekt eftersom L/m
ar dimensionslost (métetalet for langden i meter).

Uppgift 1: Berdkna det verkliga vardet pa d for fem varden pa L mellan 0,5 m
och 1,5m enligt ekvation 3. Ange sammanhorande varden pa L och d.

Om vi nu tanker oss att nagon gor faktiska méatningar dar man stéller in
dessa olika avstand mellan stéden och méter nedbdjningen for vart och ett av
dem kommer de resulterande véarden att skilja sig fran dem du anvént, respektive
berdknat, i uppgift 1, eftersom det forekommer métfel. Vi kan anta att de typiska
felen ar Imm i L och 0,0l mm i d.

Uppgift 2: Octave-funktionen normrnd (ave, std) returnerar ett slumpmaéssigt
virde som &r normalfordelat runt medelvirdet ave med standardavvikelsen
std. Anviand denna funktion for att generera simulerade avvikelser fran det
onskade vardet pa L fran vart och ett av vardena fran uppgift 1. Detta simulerar
svarigheten att stélla in avstandet exakt, vilket leder till att det sanna vérdet
pa L avviker fran det onskade virdet. Berdkna for vart och ett av dessa sanna
véarden pa L motsvarande sanna varde pa d och anvind aterigen normrnd for att
generera ett simulerat méatvérde for d som avviker fran det ”verkliga” vardet.

Resultatet av uppgift 2 ar en serie med sammanhdérande virden pa L och d.
Den kan representera resultatet av matningar som gjorts av en grupp studenter.
Vi kan forutsatta att de lyckas uppskatta osdkerheterna korrekt, dvs som o =
1mm och o4 = 0,01 mm.

Uppgift 3: Ange mitvardena féor L och d med fel i en tabell. Upprepa
for ytterligare minst tva studentgrupper.

5 Anpassningen
Om vi logaritmerar bada leden i ekvation 2 far vi

Ind=8InL+C



dir C ar ett uttryck som inte beror pa L och alltsa dr konstant om 6vriga
storheter halls konstanta. Om vi anpassar en rét linje till sammanhorande
varden pa d och L &r alltsa den anpassade lutningen en uppskattning av 3.

For att gora en sadan anpassning maste vi forst propagera felen i L och d
till fel i x = In L och y = Ind. Dérefter kan vi anvanda minsta kvadratmetoden
for att bestamma det linjara sambandet. Men eftersom denna metod endast tar
hansyn till felen i y maste vi hantera felen i  som ”ekvivalenta fel” i y (se
appendix).

Uppgift 4: Genomfér en minsta kvadratanpassning enligt ovan, med ekviva-
lenta fel, for var och en av métserierna fran uppgift 3. Ange for varje méatserie
resultatet for 8, med fel. Kommentera om det verkar som om anpass-
ningen och felkalkylen fungerar som de ska!

6 Dimensionsanalys

Nar vi nu genom en (fiktiv) métning bestamt att § = 3 kan vi ga tillbaka till
ekvation 2 och bestaimma de 6vriga exponenterna genom en dimensionsanalys,
dvs genom kravet pa att enheten skall vara densamma for hoger- och vansterled.

Uppgift 5: Genomfor en sddan dimensionsanalys. Redovisa rakningarna
och ange resultatet for v och e.

Efter att vi bestdmt samtliga exponenter kan vi fa vérdet pa K fran en
av méitningarna (eller genom att pa nagot sitt kombinera dem). Pa sa sétt
har vi alltsa genom allménna resonemang och en enkel métserie bestamt hur
sambandet 1 ser ut.



Appendix: Ekvivalenta fel

Antag att en funktion y = f(x) skall anpassas till ett antal méatpunkter
(z4,Y:), dér vi har métfel Az; och Ay; bade i den oberoende variabeln x och i
den beroende variabeln y (se figur nedan). Det &r inte ovanligt att osédkerheten
i x &r storre &n osékerheten i y. I en minsta kvadratanpassning ingar emellertid
bara osdkerheten i y. For att &nda ta hinsyn till osdkerheten i x kan vi se
pa hur mycket vardet y; dndras néar x; dndras. En enkel metod ar att studera
funktionens derivata (dvs grafens lutning) i punkten (z;,y;).

Om lutning i punkten &r k; kommer vérdet pa funktionen f(x) i nérheten
av punkten approximativt att variera som f(z) = f(x;) + k;Az. Metoden ar
generell och géller &ven for icke-linjdra funktioner. I denna 6vning &r dock far
anpassade funktion linjar och derivatan har da samma vérde (k) i alla punkter.

For att bestdmma lutningen, dvs vérdet pa k, gor vi forst en preliminér
anpassning dar vi inte tar hénsyn till felen i x. De ekvivalenta felen i punkterna
y; som harror fran felen i x; kan sedan berdknas som kAx;.
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Vi kan sedan addera dessa ekvivalenta fel till osdkerheten i sjalva y-métningen,
dvs for var slutliga anpassning anvénder vi y-fel givna av

Ayror =V (Ayi)? + (kA;)?

Vi har pa sa satt ”lurat” minsta kvadratalgoritmen att ta hénsyn till felen i x.
Men felen i x och felen i y &r forstas olika saker, och skall vi askadliggora dem
i en figur t.ex. sa ar det lampligt att plotta punkterna med felstaplar i bada
riktningarna, som i figuren ovan.



